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Ozetce

Harici fiksatorler ortopedi alaninda yaygin olarak kullanilan
robotik cihazlardwr. Bu cihazlarin, kemik fragmanlarin
istenilen konuma getirmesi esnasinda hasta saghgi icin
herhangi bir tehdit olugturmamasi gerekmektedir. Bahsedilen
tehdit kaynaklarimdan bir tanesi tekilliktir. Tekil bir konumda
fiksatoriin kararli yapisi kaybolur ve fiksatoriin alt ve iist
halkalart bagimsiz sekilde hareket edebilir. Bu ¢alismada,
geometrik bir yontem olan, en yakin noktalar yaklasimi ile
tekillik analizi yapilmistir. Bu yaklasimin diger tekillik analizi
yontemleri ile tutarli sonuglar vermis oldugu gésterilmistir.

Anahtar Kelimeler — harici fiksator; tekillik; ortopedi.
Abstract

External fixators are robotic devices widely used in
orthopaedics. While bringing the bone fragments to a desired
position, these devices should not present any threat to the
patient health. One of the threat causes is singularity. In a
singular position, stable structure of the fixator is lost and its
top and bottom rings may move independently. In this work,
singularity analysis is performed with a geometric method,
closest points approach. It has been shown that results of this
approach are consistent with the other singularity analysis
methods.

Keywords — external fixator; singularity; orthopaedics.

1. Giris

Harici fiksatorlerin ortopedi alaninda kullanilmast uzun
yillar oncesine dayansa da, bu cihazlardan etkili bigimde
yararlamilmasinm temelleri Ilizarov’un halka fiksatorleri
gelistirmesi ile atilmustir [1]. ilizarov’un yonteminde dénme
ve Oteleme hareketleri ayr1 ayri yapiliyorken, dénme ve
oteleme hareketlerine ayni anda olanak saglayan alt1 serbestlik
derecesine sahip paralel platform yapisindaki ilk basarili
uygulama 6rnegi Taylor Spatial Frame ile elde edilmistir [2,3].
Paralel platform yapisindaki harici halka fiksatorler genel
olarak proksimal (iist) ve distal (alt) halkalar ile bu halkalar
lizerinde esit araliklarla bulunan deliklere monte edilerek
halkalar1 Dbirbirine baglayan ¢ubuklardan olusur. Tedavi
edilecek olan kemik fragmanlarinin halkalara tespit
edilmesinden sonra gubuk uzunluklarmm degistirilmesi ile
fragmanlarin hareketi kontrol edilir.
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Kemik fragmanlarinin hizali bir sekilde iist {iste gelmesini
saglayacak olan cubuk uzunluklarmin hesaplanma yontemi
[4], bu hizalanma islemi icin gerekli olan geometrik
parametrelerin X-ray goriintiilerinden elde edilmesi [5] ve
sistem parametrelerinin tedavi siireci iizerindeki etkisini
gOsteren arayiiz ve simiilasyon calismalar1 [6] daha dnceden
yapilmustir.

Medikal uygulamalarda oncelikli olarak gozetilmesi
gereken faktor hasta sagligidir. Bu yilizden harici fiksatorlerde
de tedavi siiresince cihazin hastaya herhangi bir zarar
vermeden giivenli bir gekilde kemik fragmanlarini hizalamasi
esastir. Fiksatorler i¢in hasta sagligi konusunda risk arz eden
en Onemli unsur tekillik durumudur. Tekil bir durumda
matematiksel iglemler durdugu gibi fiksatoriin kararli yapisi da

bozulmaktadir. Yani fiksatér  iizerindeki kontrol
kaybedilmektedir. Bu amagla, sagliksiz ilk konumdan,
hizalanmig  saghikli  konuma  kadarki tim  fiksator

konfigiirasyonlar1 tedaviye baglamadan 6nce hesaplanmali ve
tekillik analizi yapilmalidir; olasi bir tekillik durumunda da
doktor 6nceden uyartlmalidir.

Bu ¢aligmada, daha 6nceden yapilmis olan tekillik analizi
yontemlerine [7,8] ek olarak yeni bir yontem daha
sunulmaktadir. En yakin noktalar yaklagimi ismindeki bu
yonteme gore halkalar1 birbirine baglayan alti gubuktan dort
veya daha fazlasinin uzayda kesismesi durumunda fiksator
tekil duruma diismektedir. Bu durumun diger tekillik analizi
yontemleriyle tutarli oldugu sayisal orneklerle gdsterilmistir.
Hasta sagligmin giivenceye alinmis olmasindan emin olmak
adina, tekillik analizinin birden ¢ok yontemle yapilmasi dnem
tagimaktadir.

2. Harici fiksatorlerdeki tekillik sorununa
geometrik yaklasim

Bu calismada harici fiksator olarak (6-6) tipi Gough-
Stewart Platform yapisindaki bir robot dikkate alinacaktir. Bu
yapidaki bir harici fiksatérde iki halka uzunluklar
ayarlanabilen 6 adet cubuk tarafindan 6 adet kiiresel ve 6 adet
de iiniversal mafsallar yoluyla birbirine baglanmustir, Sekil 1.
Harici fiksatoriin giivenli olarak kullanilabilmesi amacryla
tekilligin ortaya ¢ikarilmasi ve giderilmesi sorununa geometrik
olarak  yaklagmak olasidir. S6z konusu  geometrik
yaklagimlardan bir tanesi de en yakin noktalar yaklagimdir.

En yakin noktalar yaklagimu iki kisim halinde sunulacaktir.
Birinci kisimda en yakin noktalar yaklagim kurami yalin
bicimde aciklanacak; ikinci kisimda ise bu yaklagimin
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fiksatorii olusturan (6-6) tipi Stewart platform yapisina
uygulamasi gosterilecektir.

Ti; —;
Sekil 1: Stewart platform tipi eksternal fiksator

2.1 En Yakin Noktalar Yaklasim Kuram

Ug boyutlu uzayda 4,, ve 4, gibi iki noktayla, bu
noktalardan gegen dogrularin e, ve e, birim vektorleri verilmis

olsun. Bu dogrular iizerinde birbirine en yakin iki nokta,
e,, uzerindeki C,,, ile e, tizerindeki D,,, noktalar1 olsunlar,

Sekil 2. Sekil 2°de 4,, ve C,,, noktalar1 arasindaki mesafeyi
¢mn 3 Cpn ve D, noktalar1 arasindaki mesafeyi s,,, ;
A, ve D,,, noktalar1 arasindaki mesafeyi d,,, temsil etsinler.
En yakin noktalar1 birlestiren dogrunun, e,,, birim vektorii

vektorel carpim seklinde soyle tanimlanir:

Cn = Cn X, /|E, X, | (1)
=

Sm fom |
Lo &

Cn :L,: _

Cim

Smn

D

P ™
-"H-II..EII

Sekil 2: Uzayda iki dogru arasindaki en yakin noktalar
Ortonormallik kosullar1 geregince su gecerlidir:

~ - |1 i=j ; ij=n,mmn
€e¢; = o o 2)
0 i=j ; (i,j)=(n,mn),(m,mn)

€,,, birim vektdriiniin bilesenleri (emnx, Cny> emnz) herhangi

bir ortogonal xyz koordinat sisteminin  eksenleri

dogrultusundaki ¢ birim  vektor bilesenleri

w Ve e

n
(emx, Cmy> emz) ve (enx, €y enz) cinsinden (1) nolu
denklemden su sekilde sonuglanir:

! i=j=k ijk=x,y,z 3)

emni = emj enk - emk enj

’ s 2 r2 s 2 .
Cmni = €mni /\/emnx + emny * Cpnz 1=XY,z (4)

Sekil 2 den asagidaki vektor denklemi yazilir:
A, A4, = A4,Cp + CrinDin + Dypn 4, ©)

mn=—mn
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(5) nolu denklem birim vektorler cinsinden sdyle de yazilir:

AmAn = Cmném - Smnémn - dmnén (6)

(6) nolu denklem, 3-boyutlu uzayda igerisinde c,,, , ,,, V€
d,,, uzakliklarinin ti¢ bilinmeyen olarak bulundugu bir skalar

denklem takimini temsil eder.
(6) nolu denklem bir kez €, birim vektori, bir kez € birim

vektorii ve bir kez de e,,, birim vektorii ile skalar anlamda
carpilir ve (2) nolu esitlikleri degerlendirilirse c¢,,, , d,,, ve

Smn asagidaki sekilde bulunur:

(R (R s

m

dmn - (7)
(3,+8,) 1
AmAn .Em - AmAn.En Em.én
. N G ©
1—(€,+¢,)
Smn = _AmAn M émn (9)

Bu durumda en yakin noktalar olan C,, ve D,, nin
koordinatlar1 yukarida dikkate alman xyz koordinat sisteminin

baglangic noktasi O ya gore asagidaki vektor bagmtilariyla
saptanirlar:

OCon = Ay, + e (10)

ODyn =4, +d,, ¢, (11)

(7) ve (8) nolu bagmntilarin incelenmesinden verilen
dogrultularin paralel olmasit halinde kesismenin sonsuzda
olacagi kolaylikla goriiliir.

2.2 En Yakin Noktalar Yaklasimimin Fiksator Yapisina
Uygulanmasi

S6z konusu fiksator yapisinda, stte ve altta 6sar adet
o; ve g; i=1-6 ile temsil edilen mafsal konumlarin

belirleyen 12 adet ag1 parametresiyle, R ve R; ile simgelenen

proksimal ve distal halka yarigaplari sabit parametre olarak yer
almaktadir, Sekil 1. Fiksatér konumunun ise distal halka
merkez koordinatlari (x,y;,z) ile halkamn sirasiyla once

x ekseni etrafinda 6

., sonra y ckseni etrafinda 6, ve en

son z ekseni etrafinda 6, kadar dénmiis olarak belirlendigi

varsayllmaktadir. Buradan toplamda 20 tane bagimsiz
parametre ile fiksatér konumunun belirlendigi anlasilir.
Varsayim geregi birbirinden bagimsiz oldugu 6ngoriilen s6z
konusu parametrelerin arasinda fiksatoriin birbirine yakin
birden ¢ok konum almasini doguracak bagimlilik iliskisinin
bulunmasi halinde, fiksator proksimal ve distal halkalara bagli
kemik fragmanlarini kararli dengede tutma islevini yerine
getiremeyecektir. Bu durum tekillik olarak adlandirtlir.
Bununsa hasta saglig1 agisindan ne denli sakinilmasi gerekli
bir durum oldugunu sdéylemeye gerek yoktur.

Fiksatoriin yapisinda anilan bagimsiz parametreler
arasinda kararli dengeyi bozan iliskiler, cubuk dogrultularinin
kesisip kesismedigi yoluyla arastirilacakti. Bu amagla
fiksatérde distal halkanin proksimal halkaya gére konumunu
belirlemede esas olan degisken c¢ubuk dogrultulari dikkate
alinacaktir. Cubuk dogrultulari, fragmanlarin ayrik oldugu
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hastalikli konumdan anatomik eksenlerinde hizali oldugu
saglikli konuma varincaya degin degisecektir. Dolayisiyla
¢ubuk dogrultularinin tedavinin baslangicindan sonuna kadar
kararli dengeyi bozmaya sebep olacak sekilde kesisip
kesismedigi denetlenmelidir. Bu durum, en yakin noktalar
yaklagimi yoluyla ortaya konacaktir. Buradan hareketle,
cubuk dogrultulart arasindaki en kisa uzakligin mutlak
anlamda bir esik degerinden kiigiik olup olmadig: ikili, ti¢lii
vb. kombinezonlar baglaminda arastirilacaktir.

Oncelikle proksimal ve distal halkalardaki mafsal

koordinatlart (Aix,A,-y,O) ve (uy,vy,0) i=1-6,G ve

sirastyla  proksimal halka

merkezlerinde yerlesik xyz ve uvw koordinat sistemlerine gore
asagidaki sekildedir, Sekil 1.

A, =R.cosq; 4, =Rsing;

G, ile gosterilen ve distal

i=1-6 (12)
i=1-6 (13)
koordinat

uy, = R, .cosg;
0..0,.,6.

x>Yy>sYz

vy = R, .sing,

konum bilgilerinden Gyuvw yerel

sisteminden Gxyz diinya koordinat sistemine doniisimii ifade

edenl e J matrisi agagidaki sekilde hesaplanir.

csf s, cs6sing)sing —sinf)cos) - s sing) acs @) +sin@ siné),
[ |5 snosg) - singsing) sing)+osG s sinsing) cos)—cssing) (14)
—siné
)

Distal halka merkezi G ile halka lizerindeki B; mafsal

noktalar1 arasindaki (13) ile hesaplanan G,B; vektorleri, yerel

Guvw koordinat sisteminden Gxyz diinya koordinat

sistemine, (14) nolu bagmtiyla bulunan [ s J matrisiyle
carptlmak suretiyle tasmirlar. Boylece, distal halkadaki
B; mafsal noktalarinin xyz diinya koordinat sistemine gore
koordinatlarmi  igeren G—B: vektorii, halka merkezleri
arasindaki GG, =[x,,y,,z|' vektorii ile G;B; vektSriinin
ayni eksen (xyz) takimi i¢inde toplanmastyla bulunmus olur.

Ote yandan proksimal halka 4; mafsal noktalarini xyz

sistemine gore ifade eden a; i=1-06 vektorleri de (12)
nolu bagntilar yoluyla belirlenmis olur. Buradan en yakin
noktalar yéntemi igin gerekli olan €,

. _GB-Gi AR

" [GB-GA| [AB] (15)
birim vektdr bulunmus olur. (15) nolu bagintidaki payda A;B;
uzunlugu L,, i=1-6 olarak ¢ubuk boylarmi temsil
etmektedir. Ayrica asagidaki bagint1 15181 altinda,

AA; =A,~4; i#j, i,j=1-6 (16)
proksimal halka iizerindeki 4; i=1-6 noktalarindan gegen
ve ¢ cubuk dogrultularmm  birim  vektdrlerinin
hesaplanmasiyla ~en  yakin  noktalar  yaklasimindaki

4,4, .¢,.e, m#n, m=1-6 ,n=1-6 biyiklikleri de
bulunmus olur. S6z konusu biiyiikliiklerin ve (7), (8), (9) nolu
bagintilarin kullanilmasiyla her bir ¢ubuk giftine ait 15 adet

(Con > @ »S ) Kiime degerleri de saptanmus olur. Bu kiime

icerisindeki s, ~degerinin belirlenecek bir esik degerinden
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mutlak anlamda kiigiik olmasi halinde ilgili ¢ubuk ¢ifti
dogrultularinin birbirini kestigi sonucu ¢ikarilacaktir. Ayrica
her ¢ubuk ¢ifti i¢in kesismenin sonsuzda olup olmadigini
denetlemek amaciyla E_ biiylikligii soyle tanimlanir:

mn=1-6 (17

E_, degerinin kabul edilebilir bir tolerans miktariyla 1’e

E, =¢€,€ m=n,

yaklagmas: halinde ilgili A _B_B

.B.B,A, uzaysal dortgeninin
paralelkenar olup olmadigma bakilir. Eger bir paralelkenar
saptanirsa, tekillik olacagi sonucuna varilir. Tim tedavi

boyunca degisik fiksator konumlarinda s, iftlerinin esik

degerlerinden biiyiik olmasi ve paralelkenara rastlanmamasiyla
fiksatoriin giivenceli ve kararli dengede hareket ve kuvvet
aktarimu islevlerini yerine getirdigi sonucuna varilacaktir.
Tekillik degerlendirmelerinin  yapilacagi bir arayiiz
hazirlanmustir. Arayiliziin temel girdileri, mafsal konum ve
halka yarigaplarmin olusturdugu sabit fiksatoér parametreleri
ile distal halka merkez koordinatlari ile donme hareketlerinden

olusan (xl,yl,zl,ex,ey,ez) konum verileri; temel c¢iktilart ile

1’den 6’ya kadar her ¢ubuk ciftine ait en yakin nokta degerleri
(S > s Ay B ) Ve ikinei sayfadaki (GC GC,,,.GC,,,.

mnx ? mny >

GD,,...GD

mnx >

GDmnz) en yakin nokta koordinatlaridir.

mny *

3. Sayisal ornekler ve tartisma

Burada en yakin noktalar yaklagiminin
kanitlayan iki drnege yer verilecektir.
Ornek 1: Bu 6rnekte girdiler Tablo 1’de verilmistir.

etkinligini

Tablo I1: Ornek 1 girdileri

o= o= o3 = 04 = Os = O =
30° 120° 180° 210° 240° 300°
&= &= &3= &= E5= 6=
30° 120° 180° 210° 300° 360°
X0 y= 0 z=10 g g0 | g g0 | g,=0°
cm cm cm
R=5cm Ri=10cm

Tablo 1’deki veriler arayiize girildiginde, Tablo 2 de goriilen
sonuglar elde edilmistir.

Bu ornekte 1, 2, 3, 4 nolu ¢ubuklarin kendi aralarinda
olusturduklar1 (12, 13, 14, 23, 24, 34) ciftlerine ait en yakin
mesafelerin  sifir oldugu gozlenmektedir. Dort gubuk
dogrultusunun kesistigi nokta koordinatlariin (0, 0, -9.999)
oldugu Tablo 2’den saptanmaktadir. Bu sonuglarla tekillik
ortaya ¢ikmaktadir. Ayni sonug kuvvet ve hiz analizleriyle de
dogrulanmustir , [8].
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Tablo 2: Ornek 1 ¢iktilart
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Tablo 4: Ornek 2 ¢iktilar

let Smn Cmn dmn Emn let Smn Cmn dmn Emn
12 0.000 -11.180 -11.180 0.800 12 0.312 721.846 721.684 0.999
13 0.000 -11.180 -11.180 0.626 13 2.444 -50.092 -50.628 0.994
23 4.440 -11.180 -11.180 0.900 23 0.519 -32.048 -32.319 0.994
14 -1.776 -11.180 -11.180 0.600 14 8.988 -42.387 -42.387 0.996
24 0.000 -11.180 -11.180 0.800 24 6.803 -66.339 -66.366 0.996
34 -2.220 -11.180 -11.180 0.973 34 6.424 1111 -1.260 0.992
15 8.119 -8.737 -5.550 0.822 15 9.599 -4.727 -4.461 0.974
25 6.460 -5.541 -5.176 0.422 25 9.325 -16.257 -16.124 0.975
35 3.230 -2.819 -4.026 0.422 35 8.467 -13.483 -13.625 0.954
45 1.458 -1.621 -2.495 0.529 45 2.357 -24.471 -24.838 0.984
16 5.000 15272 18.070 0.968 16 5.004 -19.246 -19.039 0.989
26 7.947 -8.238 -5.570 0.676 26 5.533 -37.211 -37.034 0.989
36 6.460 -5.541 -5.176 0.422 36 6.041 -30.457 -30.153 0.971
46 5.000 -4.092 -4.842 0.383 46 3.258 -67.428 -67.794 0.991
56 4.000 1.587 -1.587 0.785 56 6.387 3.269 2.611 0.995
Cift GCmnx GCI“"Y GCmnz GDmnx GDm"y GDng let GCmnx GCmﬂy Gcmnz GDmnx GDmny GDmnz
2 0 0 -9.999 0 0 -9.999 12 [ 20401 52264 | 719787 | 20.092 | 52220 | 719.79
13 0 0 -10.000 0 0 -10.000 13 3.931 -3.626 -49.949 5.139 -1.509 -50.128
23 0 0 -9.999 0 0 -9.999 23 3.630 0.292 -31.964 3.899 0.735 -32.001
14 0 0 -10.000 0 0 -10.000 14 4.095 -3.069 42266 | -3.134 2266 | -42.499
24 0 0 -9.999 0 0 -9.999 24 2.881 -2.070 -66.165 -2.463 2.135 -66.339
34 0 0 -9.999 0 0 -9.999 34 1.785 4.562 -1.100 -4.294 2.493 -1.259
15 0.946 0.546 -7.815 -5.646 2,513 -4.195 15 4.899 -0.342 4714 -4.579 -1.825 -4.403
25 -1.260 2.183 -4.956 -5.434 -2.635 3913 25 3.975 1379 16215 | -5.232 -0.063 | -15913
35 -3.739 4.578 -2.521 -4.782 -3.012 -3.043 35 2.623 3.045 13350 | -5.092 -0.440 | -13.446
45 -3.702 -2.137 -1.450 -3.914 -3.513 -1.886 45 -3.642 2.365 -24.461 -5.720 1.253 -24.513
16 10.245 5.915 13.660 12.745 1.584 13.660 16 4.589 -1.393 -19.191 0.092 -3.575 | -18.937
26 -0.657 1.139 -7.368 -0.657 -6.153 -4.210 26 3517 -0.063 SBLI3 [ -1.435 2514 | -36.836
36 -2.521 3.088 -4.956 -0.434 -6.024 -3.913 36 3.772 0.963 30.156_ | -0.851 2919 | -29.992
46 -2.745 -1.584 -3.660 -0.245 5915 -3.660 46 2434 2.129 -67.400 | -4.048 0.699 | -67.430
56 -1.600 -4.849 1.200 1.600 -4.849 -1.200 56 -4.147 -2.994 3.227 1.931 -4.852 2.5977
Ornek 2: Bu érnekteki girdiler Tablo 3’de verilmistir. Tesekkiir: Bu galigma 112M406 nolu TUBITAK projesi
altinda desteklenmistir.
Tablo 3: Ornek 2 girdileri
oy = Os = O =
=0 | @=30° | 0a=70° | oo 2109 2909 5. Kaynakga
&= 2 &= Ba™ Es™ g™ [1] Ilizarov, GA., “The principles of the Ilizarov Method”
0 0 0 0 0 0 > . )
122l SUOE | J0OL 1 10000 2000 200 Bull. Hosp. Jt. Dis. Orthop. Inst., 48(1):1-11, 1988.
em ylcm m 0,=0° | 6,=45° | 6,=0° [2] Taylor, HS. ve Taylor, JC., “Orthopaedic fixation
R=5cm R, =7.794 cm device”, Patent No: 5,702,389. 1997, Smith & Nephew
Richards, Inc.: USA.

Tablo 3’deki veriler arayiize girildiginde elde edilen 3] ww w.spa‘nalframe.com,“erlslm tarihi: 04.Agu.2015
sonuglar Tablo 4 de gdsterilmistir. Tablo 4’deki ¢iktilardan 1 [4] Akeali, ID. ve ark,, “A Mathematical Model in the
ve 2 nolu ¢ubuklarmn paralel oldugu (E,, 1) goriilmektedir. %En;fel:nn;n;aigz;)r ?’f V;Or?;eV?£1§Z?§honPlj;£Zr§hyas 022
Ayrica A B,B,A, uzaysal dértgeninin de paralelkenar kuralini Biomed. Eng. E};l. 2009, Miinih, Almanya, pp. '708-.711
sagladig1 saptanmustir. Bu sonuglarla fiksatoriin tekil konumda [5] Aydm, A., Ibrikci, T. ve Akgal1, ID., “A hybrid image
oldugu sonucu ¢ikarilmaktadir. Ayni sonug, kuvvet ve hiz processing system for X-ray images of an external
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